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Resumo

Neste relatorio descreve-se sumariamente a representacao de fungoes booleanas
utilizando diagramas de decisao bindria (BDDs - Binary Decision Diagrams). A
forma como as BDDs podem ser usadas para representar /enumerar todos os estados
acessiveis de uma méquina de estados (FSM - Finite State Machine) é descrito com
algum detalhe. Baseando-se nesta técnicas sao descritos algoritmos para verificagao
de férmulas de légica temporal (CTL - Computation Tree Logic) sobre as maquinas
de estados.
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1 Introducao

Os algoritmos de travessia de grafos de transi¢oes de uma méaquina de estados tém aplica-
¢oes nas areas de sintese, teste e verificacao. Tradicionalmente os métodos para enumerar
o espaco de estados de uma maquina de estados tendem a explodir exponencialmente com
o numero de entradas.

Em [Coudert 89b] foi apresentado pela primeira vez uma forma compacta de repre-
sentar um conjunto de estados, independente da sua codificacao, através da utilizacao de
BDDs. Foram também descritos algoritmos para determinar os valores do contra-dominio
de uma fung¢ao booleana para um sub-conjunto do dominio. Para este tipo de representa-
¢ao foi ainda descrito um algoritmo para atravessar o grafo de transicoes de uma maquina
de estados de forma idéntica as tradicionais formas de pesquisas realizadas primeiro-em-
largura (breadth-first). Ou seja, determinando sucessivamente o conjunto dos préximos
estados de uma dado conjunto inicial de estados. Neste tipo de algoritmos quer as en-
tradas quer os estados sdo enumerado implicitamente. Em [Burch 90b] este conceito foi
extendido a computacao de férmulas de logica temporal.

Este tipo de algoritmos sao geralmente referidos como algoritmos de travessia simbdlica,
pois envolvem a realizacao de operacgoes sobre conjuntos de estados, que sao representados
simbolicamente por BDDs. A principal operacao realizada nestes algoritmos é o calculo
do contra-dominio de uma funcao para um dado subconjunto do dominio.

2 BDDs - Diagramas de Decisao Binaria

2.1 Representacao de funcoes booleanas

Existe uma variedade de métodos para representar fungoes booleanas. As formas tradi-
cionais de representacao, tais como tabelas de verdade, mapas de Karnaugh ou somas
de produtos candnicas, sao computacionalmente impraticaveis, pois a representacao de
funcoes de n varidveis requer uma representagao de tamanho 2". Outras representacoes,
conjunto de primos e cubos nao redundantes, podem também requerer, em certo casos,
representacoes de tamanho exponencial. Estes tipos de representacao tém ainda a des-
vantagem de nao terem uma forma canoénica de representar uma funcao, ou seja uma
mesma funcao pode ter varias representagoes validas mas diferentes. Isto faz com que os
problemas de equivaléncia de fungoes ou verificacao de tautologias sejam muito dificeis de
resolver.

Os diagramas de decisdo binarios (Binary Decision Diagrams-BDDs) foram introdu-
zidos por Lee [Lee 59] e Akers [Akers 78]. Uma BDD representa uma fungao booleana
f(z1, 29, ..., x,), como um grafo unidireccional, sem ciclos e com um né de entrada (raiz).
Nesse grafo um né nao terminal representa uma variavel da funcao, e de cada um desses
nos saiem dois arcos correspondentes a respectiva variavel tomar o valor 0 ou 1. Os nés
terminais do grafo representam um dos valores possiveis para a fungao, 0 ou 1. Na figura 1
ilustra-se a representacao de uma funcao de trés variaveis, fun(xq,xs,z3).
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fun(zy, xo, x3) = (x1 + 22) - 3

Figura 1: Representagao de uma funcao utilizando uma arvore de decisao bindria.

Para uma determinar o valor da funcao resultante de uma atribuicao as suas variaveis
¢é realizado um percurso no grafo da funcao. Este percurso inicia-se no né de entrada
para chegar a um né terminal, sendo seleccionado em cada né o arco correspondente ao
valor atribuido a varidavel que esse né representa. O valor do né terminal encontrado é o
resultado da funcao para a atribuicao feita.

No entanto, este tipo de representacao, tal como apresentada, pode ser feito de forma
nao canénica. Em [Bryant 86| Bryant introduziu restri¢bes na ordenagao das varidveis
e algoritmos para transformar uma BDD num diagramas de decisdo bindrios de ordem
reduzida (Reduce Order Binary Decision Diagrams-ROBDDs). Uma ROBDD ¢é definida
da mesma forma que uma BDD com as seguintes restricoes:

e Os vértices nao terminais encontram-se no grafo por uma dada ordem pré-determinada.
Ou seja, para uma ordenacao das varidveis 1, x9, ..., x, da funcao f(xy1,za,...,z,)
tem-se que, para qualquer né xz, e qualquer dos seus filhos nao terminais z,, a
seguinte relagao de ordem, ordem(z,) < ordem(z,).

e O grafo é reduzido, ou seja:

1. para cada n6 do grafo x,, os sub-grafos correspondentes aos arcos x, = 0 e
z, = 1 nao sao isomoérficos,

2. nao existem dois nés z, e x, cujos sub-grafos sejam isomorficos.

Com estas restrigoes as ROBDDs (que passaremos a designar simplesmente por BDDs)
representam uma funcao de forma candnica. Na figura 2 representa-se a ROBDD da fun-
cao fun(zy,xq,x3) atras apresentada.

A forma e o tamanho de uma ROBDD depende da ordenacao escolhida para a variaveis.
Apesar do tamanho de representacao de uma funcao com ROBDDs poder crescer expo-
nencialmente (no pior dos casos), existem heuristicas e métodos dinamicos de ordenagao
das variaveis que permitem manter o tamanho de representacao aceitavel para a maioria
dos casos de interesse das aplicacao de CAD (sintese, teste, verificagao, etc).



Figura 2: ROBDD da funcao fun(z,xq,x3) = (v1 + 22) - 23

Recentemente a utilizagao de BDDs tem-se expandido a areas de projecto de sistemas
concorrentes, logica matematica e inteligéncia artificial. Para certos dominios de aplica-
¢ao a utilizacao de BDDs requer previamente uma codificacao booleana do dominio a
representar.

Em muitos dominios de aplicacao as BDDs apresentam caracteristicas proprias que
podem ser aproveitadas para reduzir o tamanho de representacao e/ou o seu tempo de
manipulagdo. Em [Bryant 95| sao descritas treze diferentes formas de representar fun-
¢oes baseadas em BDDs. Uma implementacao computacional de um pacote de criacao e
manipula¢do de BDDs pode ser encontrado em [Brace 90].

2.2 Operacoes sobre BDDs

Antes de apresentar os algoritmos para representar e atravessar maquinas de estados é
necessario definir alguma terminologia que sera usada.

A representacao de funcoes sob a forma de BDDs permite de uma forma eficiente
realizar algumas manipulagdes nao triviais sobre essas funcoes booleanas: substituigao
numa funcao de todas as instancias de uma variavel por uma outra funcao e quantificacao
de uma funcao por uma variavel.

A funcao que resulta quando algum argumento z de uma funcao f é restringido a um
valor constante k& (0 ou 1) é designado de restricdo de f ou cofactor de f e representa-se
por: f|s—x. Dado duas restrigdes a uma func¢ao relativamente a uma variavel é possivel
reconstruir uma funcao da seguinte forma:

=7 fleeo+x- flzer  (ou, noutra notacdo: f=7-fz+x- f)

Esta identidade é geralmente referida como a ezpansao de Shannon da funcao f em
relagdo a z. Note-se que f|,¢ e f|z—1 correspondem ao dois sub-grafos da BDD que
representa f, se x for a variavel associada ao no raiz da BDD.



As manipulagoes nao triviais sao assim sao definidas em termos das func¢ées booleanas
bésicas e da operacao de restri¢ao.

Definicao 1 A operacdo de composicdo, onde uma funcdo g substitui uma varidvel x de
uma funcao f, e dado pela sequinte identidade:

f’x%gzgf‘xHO"i_gf‘le

Definigao 2 A operagio de quantificagdo existencial ou operagio de eliminagdo (smo-
othing) de uma varidvel x sobre uma funcdo f € dada pela sequinte identidade:

zf = fleco + fle (ou, noutra notacao: Syf = fz+ fo )

Se f: B" — B (com B = {0,1}) for uma fun¢ao booleana e z = (z1, z9, ..., x,) um
conjunto de varidaveis de f, entao a eliminacao em f de x é dado por:

Sef =8¢, f

O operador de eliminacao calcula a projecgdo de f (f : B™ — B) no sub-espaco B"
ortogonal ao dominio das varidveis de x. Varias varidaveis podem ser eliminadas numa
Unica passagem através de uma travessia da BDD de baixo para cima.

Definigao 3 A operacdo de quantificagdo universal ou operagdo de consenso (consensus)
de uma varidvel x sobre uma funcao f € dada pela sequinte identidade:

Vof = fleco- fleet (ou, noutra notagcio: C.f = fz- fo )

Se f: B" — B for uma fungao booleana e x = (x1, 3, ..., ©,) um conjunto de varidveis
de f, entao o consenso em f de x é dado por:

Cof = Coo Co f

O operador de consenso pode ser realizado eficientemente utilizando BDDs.

2.3 Representacao simbdlica de conjuntos

Definigdo 4 Uma funcdo vectorial, f : B® — B™ , ¢ definida como f = [f1-- - fm], sendo
n o numero de varidveis das fungoes booleanas f1--- fp,.



Definicao 5 A imagem de um subconjunto S C B™ obtido por uma fun¢ao f, € o conjunto
dos valores dos contra-dominio de f quando o dominio desta fun¢ao € restringido a .S, ou

seja: -
f(8)={yeBm:3x e Sry= f(z)}

A imagem do dominio, f(B”), dd-se o nome de alcance da funcdo f.
A imagem inversa de um subconjunto T' C B™ de uma func¢ao f ¢ definida da sequinte

forma:
fNT) ={zeB":3yeTry=flx)}
Definicao 6 A funcdo caracteristica de um conjunto S C B™ e a fun¢do xs : B" — B
definida da sequinte forma:
1 z€8
xs(@) = { 0 x¢s

Na figura 3 apresenta-se um exemplo de uma func¢ao vectorial, do conjunto represen-

tado pelo seu alcance, e da funcao caracteristica desse sub-conjunto.

—

f=1(z1+ 22) (21 ® 22)]

8

—
8
)

A = {alcance def} = f(B?) = {(0,0),(1,1),(1,0)}
XA = Y1+ 72)

= =0 O
— O = O

f: BZ—>BZ

Figura 3: Exemplo de uma funcao vectorial, do conjunto representado pelo seu alcance,

e da funcao caracteristica desse sub-conjunto.

As fungoes caracteristicas sao uma representacao funcional de conjuntos e subconjun-

tos, podendo ser definidas para funcoes ou relagoes. Se R for uma ralacao, R : A — Z,
entao a fungao caracteristicade R C Ax Z é xg : Ax Z — B, definida da seguinte forma:

(1 zeAyeZAR(xy) eR
Xr(T,y) = { 0 nos outros casos



A manipulacao de conjuntos pode ser feita directamente sobre as fungoes carac-
teristicas que representam esse conjuntos. Assim, se S e T forem dois conjuntos definidos
pelas suas funcoes caracteristicas, s e x¢, temos que:

Xp =0
Xsur = Xs + XT
XsnT = XS * XT
XSs—T = XS ' XT

Qualquer conjunto pode ser representado pela sua fungao caracteristicas, que por sua
vez pode ser eficientemente representado e manipulado utilizando BDDs.

3 Maquinas de Estados

3.1 Modelo das maquinas de estado

A maquinas de estados sao modelos abstractos para descrever o comportamento de cir-
cuitos combinatérios, circuitos com memoéria. Formalmente, uma maquinas de estados
deterministica, M, é definida como um tuplo de 6 elementos:

M :([7S>O>6a)\700)

I - representa o conjunto nao vazio dos simbolos de entrada da maquina de estados. Para
o caso de circuitos digitas, em que o valor de cada entrada x; pertence ao conjunto
B ={0,1}, temos que, I C B™, sendo ni o numero de entradas do circuito.

S - representa o conjunto nao vazio dos estados possiveis da maquina. Para o caso de
circuitos digitas, em que cada estado esta codificado em b bits, temos S C B®.

O - representa o conjunto nao vazio dos simbolos de saida da maquina de estados. Para
o caso de circuitos digitas, em que o valor de cada saida y; pertence ao conjunto
B ={0,1}, temos que, I C B™, sendo no o nimero de saidas do circuito.

0 - é a funcao que define o préximo estado da maquina, 6 : I x S — S. Para o caso
de circuitos digitas 0 = [01y - -+ %], em que §; : S x [ — B representa a fungao de
transicao do bit 7.

A - é a funcao que define as saidas da maquina, A : [ x S — O para uma maquina de
Mealy, e A : S — O para uma maquina de Moore. Para o caso de circuitos digitas
temos X = (A2 Apo), em que \; : S X I — B representa a funcao da saida y;
(méquinas de Mealy).

0o - representa o estado inicial da méaquina, oy € S. Para o caso de circuitos digitais oq
¢ um vector de b bits.



Defini¢ao 7 Um estado da mdquina, o', diz-se sucessor (ou estado seguinte) de um outro
estado, o, se e sd se: Fi € I : 0" =6(i,0).

Definicao 8 Um sequéncia de estados de uma mdquina é uma sequéncia infinita de esta-
dos possiveis, designada por {oy,09,...,04, ...} € em que o; € sucessor de o;_;.

Definicao 9 Um estado oy de uma mdquina € atingivel se existir uma sequéncia de es-
tados, {01,09,...,0¢} em que o1 = 0y.

3.2 Representacao de maquinas de estados com BDDs

A representacao de maquinas de estados pode ser eficientemente feita utilizando BDDs
[Coudert 91, Burch 90a, Bose 89]. Para isso é necessario seleccionar uma codificacao
binaria para os estados da maquina e para o alfabeto de entrada.

A forma mais simples e directa de representar uma maquina de estados utilizando
BDDs consiste em representar as b funcoes de transicao, correspondentes as fungoes transi-
¢ao parciais y; = d;(z, s), com BDDs.

Outra forma de representar uma maquina de estados é feita a custa de uma funcgao
caracteristica n(z, s, '), que terd o resultado de 1 quando a entrada = pode originar uma
transicao do estado s para o estado s’. Como exemplo apresenta-se na figura 4 o diagrama
de estados de uma maquina e a representagao da sua fungao caracteristica n(z, s, s').

01, 02 - estado anterior
nl, n2 - préximo estado
X - entrada

Figura 4: Diagrama de estados de uma maquina de estados e sua representacao utilizando
BDDs.

Em muitos casos nao ha interesse em representar a fungao n a depender das entradas,
pois pretende-se apenas saber se de um determinado estado tem um outro estado como
seguinte. Ou seja, se existe uma entrada que pode fazer transitar a maquina do estado s;



para o estado sy. Assim, representa-se através de uma BDD a fungao 7/(s;, sy), que tera
o resultado 1 se s} for sucessor e s;. Note-se que funcao 7’ resulta da funcao caracteristica
7 ap6és realizada uma operagao de eliminagao sobre as variaveis de entrada 7, isto e:

77,(57 S/) = Sﬂc[n(xv S, S,)] = 395[77(957 5, S/)]

Na figura 5 apresenta-se a BDD para a funcao 7/(s;, sy) da maquina apresentada como
exemplo.

Figura 5: Representacao da funcao »'.

Quando uma maquina de estados é pequena, como a apresentado no exemplo, a sua
representacao utilizando BDDs nao é menor que a sua representacao explicita. No en-
tanto, para maquinas mais complexas e maiores a representacao com BDDs pode ser
consideravelmente menor.

3.3 Travessia de maquinas de estados

A travessia de uma méquina de estados M a partir de um conjunto de estados C' con-
siste em determinar os estados seguintes (travessia para a frente) ou estados anteriores
(travessia para tras) desse conjunto C.

Seja §:B*— Bt a funcao que define o proximo estado de uma maquina de estados,
sendo @ = ni + b (ni é o numero de entradas e b o nimero de varidveis de estado). Seja
Cy C B’ o conjunto dos estados inicias da maquina e C, C B’ o conjunto de estados
atingiveis a partir de Cy. O conjunto C, pode ser calculado usando a seguinte formula
iterativa:

Oz'-{—l = Oz U g(an X CZ)
A iteragao termina quando Cj;; = C;, sendo C,, = C;. O conjunto C,, contém

todos os estados validos da maquina, o conjunto de estados invalidos pode ser obtido
complementando este conjunto.

10



A principal operacao envolvida nestas iteragoes é o cdlculo da imagem de um sub-
conjunto. Existem dois métodos basicos para realizar a travessia da maquina de estados

consoante aﬂforma como é o calculada a imagem do subconjunto C; x B™ obtida por 5
(cdlculo de §(C; x B™) ).

Este dois métodos, que utilizam duas aproximacoes diferentes na representacao da
maquina de estados, serao apresentados nas secgoes seguintes.

3.3.1 Usando relagoes de transicao

Este método de calculo da imagem de um conjunto foi proposto em [Burch 90b].

Definicao 10 Seja §: B* — B uma fungao booleana que define o proximo estado de
maquina. A funcdo caracteritica da relagdo de transicao associada a 5, A : B*x B® - B,
é definida como A(z,y) =1 se e s6 se (x,y) € D = {(z,y) € B*x B : y = §(x)}. O que
¢ equivalente, em termos de operadores booleanos, a:

A funcao A, que é a funcao caracteristica do conjunto D (A = xp), pode ser usada para
calcular a imagem de um subconjunto A C B® A imagem de A obtida por § é definida
como o conjunto 6(A) = {y : Iz(z € A) A A(z,y) = 1}. Se substituirmos o quantificador
existencial pelo operador de eliminagao, o A légico pelo and booleano e representand9 0S

elementos de A pela sua fungao caracteristica x4, entao a fungao caracteristica de §(A)
(x 5 A)) é representada em termos de operacoes booleanas por:

—

Xg(A)(y) =5 (xa(z) - Az, y)) (ou, noutra notagao: 6(A) = S.(A(z) - A(z,y)))

Esta férmula pode também ser interpretada como a projeccao em B® do conjunto que
resulta da intercepcao de D com A x B® (DN (A x B%) ). As operagoes de eliminacao
e and booleano podem ser realizados numa tnica passagem na BDD que representam as
funcoes.

A imagem inversa de um subconjunto Z C B® pode ser célculada de forma idéntica:

-

X5-1(2)(®) = Sy (xz(y) - Az, y))  (ou, noutra notagao: 5 HZ) = S,(Z(y) - Az, y)))

Em [Touati 90] e [Malik 88| sdo apresentadas estratégias para aumentar a eficiéncia
destes algoritmo. Enquanto que em [Touati 90] é apresentada uma forma de ndo calcu-
lar explicitamente A(z,y), em [Malik 88] sdo apresentadas heuristicas de ordenacao das
varidveis para reduzir o tamanho das BDDs utilizadas. Em [Burch 90a] é apresentada
uma técnica conhecida com iteative squaring que permite reduzir o nimero de iteragoes
de N (ntmero de minimo de iteragoes para determinar C,) para n = [log, N].

11



3.3.2 Usando fungoes de transicao

Este método de calculo da imagem de um conjunto foi proposto por Coudert et al.
[Coudert 89a, Coudert 90]. A sua principal vantagem reside no facto de ndo ser necessario
construir a BDD para a relacao de transicao da maquina de estados.

Definicao 11 Dada uma func¢ao booleana vectorial, f: (1, fo] - B — B®, e um con-
jJunto C' C B* representado pela sua funcao caracteristica, ¢ = x¢, o cofactor generalizado,
fe=1(1)es - (fo)e], € uma fungdo de B* para B cujo alcance € igual a imagem C obtida

por f.

Isto é, se a imagem de um subconjunto C' C B por f for o conjunto X (f(C) = X),
entao f. define-se como uma fung¢ao em que a imagem de todo o dominio B* é igual a X
(fe(B?) = f(C) = X).

Para uma fungao de uma tnica saida, f; : B* — B, o par (f;, ¢) pode ser interpretado
como uma funcao nao completamente especificada que define f; em C. Esta funcao tem
como conjunto-ON  f; - ¢ , como conjunto-OFF f; - ¢ , e o conjunto para os quais o valor
da funcao nao interessa (don’t care) é dado por ¢. Assim, o alcance de (f;, ¢) coincide com
a imagem de c obtida por f;. Com esta interpretagao, o cofactor generalizado consiste
numa seleccao heuristica de uma representacao particular da funcao nao completamente
especificada (f;, ¢) cuja arepresentacao utilizando BDDs seja a menor.

Definicao 12 Seja ¢ : B* — B uma func¢ao booleana nao nula com a sequinte ordenac¢do
das varidveis: x1 < r9 < -+ < x,. A funcdo de mapeamento 7. : B* — B ¢ definida da
sequinte forma:

() = { v, se o)

1

', sec(r)=0

sendo x' um valor tal que: ¢(x') =1 A minimiza d(z, z")
com d(z,2') = |a; — }[2*7

i=1

A funcao de mapeamento assim definida mapeia todos os valores de B® nos elementos
do conjunto C' (conjunto-ON de ¢), pelo que temos que f. = f om. (ou seja, f.(x) =

f(me(x)) ).

A vantagem de utilizarmos o cofactor generalizado é passarmos de um calculo de uma
imagem de um conjunto por uma func¢ao para o calculo do alcance de uma funcao. Na
figura 6 mostra-se como a a imagem de um conjunto C' pode ser calculada como o alcance
do cofactor dessa funcao:

f(C) = f(me(B")) = fo(B")

O cofactor generalizado de uma funcao pode ser eficientemente calculado usando um
Unica travessia de das BDDs que representam a funcao e f e c. Um algoritmo para realizar
esta travessia encontra-se em [Touati 90].

12



f((B%)) = f(C) = &(B)

Figura 6: Utilizacao da funcao de mapeamento 7. para calcular a imagem de um conjunto

O uso da funcao cofactor generalizado pode ser utilizado no calculo iterativo que
¢é feito para atravessar todos os estados da maquina e determinar Cy. Assim, cada
passo de iteracao envolve primeiro o calculo do cofactor generalizado para obter 6., =

[(61)ers (82)ers -y (0], €m que ¢; = X(Brixcy), € depois o cdlculo do alcance de 5,

Usando a decomposicao de Shanon, a funcao caracteristica do alcance de 5,;1. (designada
por R(§) para simpliccidade de notacao) pode ser determinada utilizando a seguinte
recursao:

R(0)(y) = y1 - R([02, -+, 0)5,) + 1 - R([02, -, bul57)

A eficiéncia deste método pode ser aumentada através do caching dos resultados in-
termédios e pelo cdlculo em grupos separados, do alcance das fungoes [dy, da, ..., &) se a
partir de qualquer passo da recursao estas tiverem conjunto de suporte disjuntos. A com-
plexidade do algoritmo no pior dos casos reduz-se de 2° para 2°! +- - -+2%_onde (s, ..., S)
sao os tamanhos dos grupos (s1 + - -+ + sp = b).

Este método pode ser usado para determinar a imagem de um conjunto, mas nao
para determinar uma imagem inversa, como acontece com o método que usa relacao de
transicao da maquina de estados.
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Em ambos os métodos de calculo, usando relacoes de transi¢ao ou através da determina-
cao de alcances, quando se pretende calcular o estados atingiveis na iteragao i, C;11, nao
é necessario calcular toda a imagem de C;. Basta apenas considerar o subconjunto de
estados, 9;, que foram acrescentados na iteracao anterior, C; — C;_; C S; C C;. Como
sO os estados fora de C;_; vao ser importantes, a funcao nao completamente especificada
(C;, Ci—1) pode ser usada para determinar quais os novos estados que vao ser atingiveis.
Assim, é possivel deminuir o tamanho da BDD que representa o conjunto dos estados
actuais considerados para cada iteragao, aumentado a eficiéncia dos algoritmos.

Em [Touati 90] sdo comparados os diferentes algoritmos para travessia de maquinas
de estados (utilizando os circuitos sequenciais de benchmarking das ISCAS). Na maioria
dos casos 0 método da relagao de transicao moustrou-se mais eficiente que o método das
fungoes de transicao.

4 Verificacao de formulas de légica temporal

4.1 Logica Temporal - Terminologia

A légica temporal foi desenvolvida para raciocinar sobre a ordenacao de acontecimentos
no tempo sem no entanto introduzir explicitamente a variavel tempo.

O caso mais geral de légica temporal é denominada de CTL* (Computed Tree Logic)
[Clarke 87]. Esta logica é constituida por férmulas de estado, que sao validas num estado
especifico, e por formulas de caminho, que sao validas ao longo de uma sequéncia de
estados (caminho).

Definicao 13 As férmulas de estado sao constituidas por:
e uma proposicao atomica,
o f, fAgoufVg, comf eg formulas de estado,
o A(f) ou E(f), sendo f uma férmula de caminho

A(f) é verdadeira num estado, quando f é verdadeira ao longo de todos os caminhos
que partem desse estado. E(f) é verdadeira num estado, quando existe algum caminho,
com inicio nesse estado, ao longo do qual f é verdadeira.

Definicao 14 As férmulas de caminho sdo constituidas por:

e uma formula de estado,

o L fAg, Vg Gf, Ff, Xf, ou fUg,com f e g féormulas de caminho

Uma férmula de caminho, constituida por uma férmula de estado, é verdadeira se a
formula de estado for verdadeira no primeiro estado. A féormula G f significa “sempre f”
e é verdadeira se f for verdadeira em todos os estados do caminho. A férmula F'f, que
se lé “eventualmente f”, é verdadeira se existir ao longo do caminho um estado em que
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f seja verdadeira. X f significa o “proximo estado f” e é verdadeira se f for verdadeira
no segundo estado do caminho. A férmula fUg, que significa “f até que g”, é verdadeira
se existir um estado no caminho em que g é verdadeira e em todos os estados anteriores
f foi verdadeira.

A l6gica mais usada na verificacao de circuitos digitais (méaquinas de estados ) é a
légica CTL. Esta légica é um subconjunto da légica CTL* em que cada quantificador de
caminho (A ou E) é seguido por um dos operadores temporais: G, F, X ou U.

4.2 Algoritmos de verificacao

A tarefa de verificar uma férmula sobre um grafo de transi¢oes de estados (que pode ser
a representacdo de uma maquina de estados) é designado genericamente por verificagao
de modelos (model checking).

Usando técnicas de travessia de grafos, a complexidade dos algoritmos de verificagao é
linear com o tamanho do grafo e da férmula. No entanto, o tamanho da representacao do
grafo de transicoes pode explodir se este for extraido de um circuito com elevado niimero
de elementos de memdria. Assim, é necessario usar algoritmos que utilizem BDDs para
representar o grafo de transigoes evitando a sua representagao/enumeragao explicita. Este
tipo de verificagao chama-se de verificagdo simbdlica de modelos (symbolic model checking).

A verificacao simbdlica de modelos utilizando férmulas de CTL ¢ feita determinando
o conjunto de estados no qual a férmula CTL é verdadeira, verificando-se depois se este
conjunto é equivalente ao conjunto de todos os estados atingiveis.

Para determinar o conjunto de estados em que uma féormula é verdadeira comeca-se
por aplicar um conjunto de redugoes [Clarke 87, Aelten 92, Hojati 93]. Os quantificador
de caminho universal, A, pode ser reduzido ao quantificador existencial F:

Af=Ef
AXf=EXTf
AFf = EGf
AGf = EFf

A(fUg) = E[gU(f -9)] A EGg

Formulas com os operadores temporais F' e G podem ser substituidas por férmulas
utilizando apenas o operador U:

Ff=1Uf
Gf=Ff=1Uf

Assim, é possivel determinar o valor de qualquer férmula CTL se se tiver algoritmos
para determinar o valor de EX f e E(fUg).
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O algoritmo para o cédlculo de férmulas é definido através da funcao Bdd que com
argumento uma férmula f. Esta fungao, Bdd(f), retorna uma BDD que é verdadeira
num dado estado se a féormula f é verdadeira nesse estado. A funcao f se for uma
proposicao atémica p é representada BDD de p. A relagao de transicao da maquina de
estados, R(s,s’), é também representada por uma BDD, o estado s’ é o sucessor de s se
a relagao for satisfeita.

A féormula EX f é verdadeira num dado estado se e s6 se existir um estado sucessor
em que f seja verdadeira. Ou seja, se o estado actual for s entdo existe um estado s
que satisfaz R(s, s') e Bdd(f) é verdadeira. Usando o operador de quantificagdo booleana
podemos exprimir esta condi¢ao como:

Bdd(EX f)(s) = 3s'[Bdd(f)(s") A R(s, s")]

Note-se que Bdd(EX f) é obtido através do célculo da imagem inversa do conjunto
de todos os estados em que a Bdd(f), e portanto f, é verdadeira. Se se tivesse a usar a
formulas CTL no passado, em vez de no futuro, £ X~ f significaria todos os estados em
que tém um antecessor no qual f é verdadeira. Nesta caso, BDD(FEX f) resultaria do
calculo da imagem do conjunto de todos os estados no qual f fosse verdadeira. A figura 7
exemplifica o significado da féormula EX f e a diferenca entre a utilizacao de féormulas
CTL no passado e no futuro.

\ é@/ EX(S = s5) =0 '({s5}) = {s2,53}

\ / \ EX~(S = s5) = 6({s5}) = {56, s7}
R(s;s) @

Figura 7: Significado da féormula EX f.

A formula E[fUg] significa que existe um caminho a partir do estado actual no qual:
g ¢é verdadeiro algures no futuro e f é verdadeiro em todos os estados que lhe antecedem.
Isto significa que g é verdadeiro no estado actual, ou entao, f é verdadeiro e existe um
estado sucessor no qual E[fUg] e verdadeiro. E[fUg] pode ser calculado usando o seguinte
algoritmo:

1. Determinar o conjunto de estados no qual g é verdadeira.

2. Adicionar a esses estados o conjunto de estados que lhes deram origem e no qual f
¢é verdadeira.
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3. Se novos estados tiverem sido adicionados repetir o passo 2, caso contrario o conjunto
de estados obtido satisfaz a férmula E[fUg]

Este procedimento pode ser formalmente definido da seguinte forma: E[fUg]| pode ser
calculado como o ponto-fixo-minimo da seguinte equagao recursiva:

E[fUg] = gV [f A EX(E[fUg])]

Por ponto-fixo-minimo entende-se o conjunto minimo que satisfaz a equacao recursiva
anterior. Para obter este conjunto é necessario efectuar repetidos calculos de imagens
inversas de conjuntos até se atingir a convergéncia para o conjunto que representa os
estados em que E[fUg] é verdadeira.
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